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下,SR モデル) 」や「2次ガウシアン期間構造モデル (以下,QG モデル) 」といったモデルが該当
する.SR モデルは,Black[4] が提案し,Gorovoi and Linetsky[8] が債券価格の導出など理論面の整
備に貢献した.Bauer and Rudebusch [3], Christensen and Rudebusch[5], Kim and Singleton[9],
Wu and Xia [15] などでは,ゼロを金利の下限とする実証分析が行われている.一方,QG モデルは
Ahn et  a1.[1] やLeippold and  Wu[11] により提案された.Kim and Singleton[9] では,同モデルに
基づき,ゼロを金利の下限と設定したうえで,日本のイールドカーブの実証分析を行っている.






























として,丸茂他 [17] が挙げられる.また,Futami[7] では,丸茂他 [17] が提案したモデルを一般化し
たモデルを提案している.丸茂他 [17] は,日本銀行により1999年2月~2000年8月まで実施され








の立場に立つ.丸茂他 [17] やFutami[7] で提案されたモデルを参考にし,金利の下限が 「量的緩和
政策終了時刻」 に向けてゼロに収れんしていくような確率変動をとるというモデル化を行う.具
体的なモデル化の方法は,時刻  0 で  0 の値をとり,緩和政策終了時刻で  0 の値をとる 「ブラウン橋







確率空間  (\Omega, \mathcal{F}, \mathbb{Q}) の上にモデルを構築する.ここで,  \mathbb{Q} はリスク中立確率測度とする.  W^{\mathbb{Q}} を  \mathbb{Q}
上の  N+1 次元標準ブラウン運動とし,  W^{X} を  W^{\mathbb{Q}} の初めの  N個の成分からなる  N 次元ベクト
ル,  W^{y} を  W^{\mathbb{Q}} の第  N+1 成分 (すなわちスカラー値) とする.また,  W_{t}^{\mathbb{Q}} の自然なフィルトレー
ションを  (\mathcal{F}_{t})0\leq t とする.
時刻  t における瞬間的スポットレート  r_{t} は,後述するように,  N次元状態変数ベクトル  X_{t} とス
カラー値状態変数跳を用いて定義される.  X_{t} は以下の確率過程に従うと仮定する.
 dX_{t}=K(\theta-X_{t})dt+\Sigma dW_{t}^{X} . (1)
跳の確率過程について記述する前に,非負値をとる確率変数  \tau を導入する.  \tau は  W^{\mathbb{Q}} と独立で
あると仮定する.ここで,  \mathcal{H}:=\sigma  (1_{\tau<s}:0\leq s\leq t) と置き,  \mathcal{G}_{t}:=\mathcal{F}_{t}\vee \mathcal{H}_{t} とする.  \tau は,マイナス
イールドカーブが解消され全ての年限の金利が非負値となる時刻,すなわち量的緩和政策終了時刻
と解釈し得る確率変数である.
跳は,   0\leq t\leq\tau において,  y_{0}=y_{\tau}=0 であるブラウン橋過程に従い,   t\geq\tau では跳  =0 となる
確率過程に従う.すなわち,
  dy_{t}=\{-\frac{y_{t}}{\tau_{0}-t}dt+\sigma dW_{t}^{y} (t<(t\geq\tau)\tau)\} , (2)
との確率過程に従うとする.
瞬間的スポットレート  r_{t} は,
 r_{t}=X_{t}'\Psi X_{t}+y_{t} , (3)
と定義する.ここで,  \Psi は  N\cross N の半正定値行列とする.また,ベクトルの右肩に付されている
記号 「’」 はベクトルの転置を表すとする (以下の節でも,行列やベクトルの右肩に付される記号
「‘ 」は転置を表すことにする) . 以上の設定より,短期金利は必ず院以上の値をとることになる.




出する.まず,幾つかの記号を準備しておく.   t<\tau の時期を 「異例期 (abnormal period) 」 と解
釈し,添え字として  a を用いる.   t\geq\tau の時期を 「正常期 (normal period) 」 と解釈し,添え字とし
て  n を用いることにする.確率過程  (X_{t}', y_{t})' に対する生成作用素は,異例期と正常期では表現が
異なり,
 (J_{t}=(K( \theta-X_{t}))'\frac{\partial}{\partial X_{t}}+\frac{1}{2}
n(\Sigma\Sigma'\frac{\partial^{2}}{\partial X_{t}\partial X_{t}'}) ,




となる.ここで,Tr(A) は,正方行列  A の対角和を表す.
時刻  T に満期を迎える割引債の時刻  t での価格を  P_{t,u} と表す.なお,  u=T-t と置いている.
また,「量的緩和政策終了時刻」  \tau があらかじめ分かっている場合,正常期の割引債価格を  P_{t,u}^{n} , 異
例期かつ   T<\tau の場合の価格を  P_{t,u}^{a,1} , 異例期かつ  T\geq\tau の場合の価格を  P_{t,v,w}^{a,2} と記すことにする.
なお,  v=\tau-t,   w=T-\tau と置いている.
3.1  \tau が既知の場合の割引債の価格表現
本小節では,  \tau が既知の場合における割引債の価格式の導出を行う.
まず,正常期   t\geq\tau における,満期までの期間が  u=T-t の割引債価格  P_{t,u}^{n} の表現式を導出す
る.ファインマン  =カック (Feynman‐Kac) の公式より,




 P_{t,u}^{n}=\exp(X_{t}'A_{u}^{n}X_{t}+b_{u}^{n/}X_{t}+c_{u}^{n}) . (6)
ここで,  A_{u}^{n}=A_{u}^{n\prime} , すなわち鴫は対称行列であることに注意しておく.
式(6) を式 (5) に代入して整理すると,








である.式(8) の  A_{u}^{n} は  A_{u}^{n} の  u に関する微分を表す.  \dot{b}_{u}^{n},\dot{c}_{u}^{n} も同様に定義されている.
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 -\dot{b}_{u}^{n} 十  2A_{u}^{n}K \theta-K'b_{u}^{n}+2A_{u}^{n}\sum\sum'b_{u}^{n}=0_{N}\cross 1, (9)
 -\dot{c}_{u}^{n}+(K\theta)'b_{u}^{n}+ Tr  ( \sum\sum'(A_{u}^{n}+\frac{1}{2}b_{u}^{n}(b_{u}^{n})^{/}))=0,
の連立常微分方程式が成り立つ.境界条件は,  P_{t_{)}0}^{n}=1 より,  A_{0}^{n}=0_{N\cross N},  b_{0}^{n}=0_{N\cross 1} , 婿  =0 であ
る.式(9) の求解は,ルンゲ  = クッタ法 (Runge‐Kutta method) などによる数値解法を用いるこ
とになる.
次に,異例期   t<\tau かつ  T<\tau である場合,満期までの期間が  u=T-t の割引債価格  P_{t,u}^{a,1} の表
現式を導出する.ファインマン  =カックの公式より,







ここで,  A_{u}^{a,1}=A_{u}^{a,1'} , すなわち  A_{u}^{a,1} は対称行列である.









という連立常微分方程式が得られる.境界条件は,  P_{t,0}^{a,1}=1 より  A_{0}^{a,1}=0_{N\cross N},  b_{0}^{a,1}=0_{N\cross 1},  c_{0}^{a,1}=
 0,  d_{0}^{a,1}=0 である.なお,式(12) の4つ目の方程式は 「ダランベールの微分方程式 (d’Alembert’s
equation)  \rfloor と呼ばれており,解析的に閉じた解を持つ.具体的には,   w=T-\tau と置いたとき,
 d_{u}^{a,1}=- \frac{u(u-2w)}{2(u-w)} , (13)
となる.
次に,異例期   t<\tau かつ  \tau\leq T である場合,割引債価格  P_{t,v,w}^{a,2} の表現式を導出する.ここで,
 v=\tau-t,   w=T-\tau と置いている.
 P_{t,v,w}^{a,2} は,条件付期待値を用いて以下のようにかける.
 P_{t,v,w}^{a,2}=E[ \exp(-\int_{t}^{T}r_{s}ds)|\mathcal{F}_{t}] . (14)
式(14) に繰り返し期待値の法則 (law of iterated expectation) を適用すると,




となる.式(15) から,ファインマン  =カックの公式により,






ここで,  A_{v,w}^{a,2}=A_{v,w}^{a,2'} , すなわち  A_{v,w}^{a,2} は対称行列である.









という,  v を独立変数に持つ連立常微分方程式が得られる.境界条件  P_{t,0,w}^{a,2}=P_{t,w}^{n} から,式(6) と
(17) により,  A_{0,w}^{a,2}=A_{w}^{n},  b_{0,w}^{a,2}=b_{w}^{n},  c_{0,w}^{a,2}=c_{w}^{n} となる.
実は  d_{v,w}^{a,2} に関する境界条件をまだ論じていない,  P_{t,v,w}^{a,2} は,式(15) から
 P_{t,v,w}^{a,2}  ==  EE[ ー (19)
 = E[ \exp(-\int_{t}^{\tau}y_{s}ds)|\mathcal{F}_{t}]E[\exp(-\int_{t}^{\tau}X_{8}
'\Psi X_{s}ds)P_{\tau,T-\tau}^{n}|\mathcal{F}_{t}] ,
と式変形できる.式(19) の3番目の等号成立は,  X_{s} と鶏が独立であることによる.式(19) の右辺
は,  P_{t,v,w}^{a,2} の表現式 (17) の跳の係数  d_{v,w}^{a,2} が  w に依存しないで決定されることを意味している.  b
たがって,
 d_{v,w}^{a,2}=d_{v,0}^{a,2} , (20)
である.また,  w=0 の時,  P_{t,v,0}^{a,2}=P_{t,v}^{a,1} であることを踏まえると,
 d_{v,0}^{a,2}=d_{v}^{a,1} , (21)
である.したがって,式(13), (20), (21) から,  d_{u,v}^{a,2} は,
 d_{v,w}^{a,2}=d_{v,0}^{a,2}=d_{v}^{a,1}=- \frac{1}{2}v , (22)
で与えられる.
3.2  \tau が確率的な場合の割引債の価格表現
前小節の結果をもとに  \tau が確率的な場合における割引債の価格表現を導出する.以下の議論は,
丸茂他 [17] やFutami [7] で展開されたものと本質的にはほぼ同等である.
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{r_{s}ds}}}\{_{|\mathcal{F}_{t}]E[1_{\{T<\tau\}}|\{\tau>t\}]} (25) =1_{\{\tau>t\}}\mathbb{Q}(t<\tau) t,T-t^{=1_{\{\tau>t\}}}1-F(t) t,T-t. 1-F(T)_{P^{a,1}}
ここで,  F(t) は  \tau の分布関数である.また,上の式変形では  \tau と  W_{t}^{\mathbb{Q}} が独立であるという仮定を
使っている.
式(23) の右辺第2項は,次のように変形される.





 E[ \exp (-\int_{\tau}ア  r_{s}ds)|\mathcal{G}_{\tau}],
を  Z_{\tau} と置く.乙は  (\mathcal{G}_{t}) 適合である点に注意しておく.
さらに計算を進めていくために,確率過程  N_{t}=1_{\{\tau\leq t\}} を用意する.  N_{t} の強度を為とする.  \lambda_{t}
は  \tau の分布関数  F(t) とその確率密度関数  f(t) を用いて,
  \lambda_{t}=\frac{f(t)}{1-F(t)},
と表される.
ここで,ドゥーブ =マイヤー分解 (Doob‐Meyer decomposition) から,
 M_{t}=N_{t}- \int_{0}^{t}\lambda_{s}1_{\{\tau>s\}}ds (27)
30
は,  (\mathcal{G}_{t}) ‐マ  )レチンゲー)  \ovalbox{\tt\small REJECT} となる.
式(26) の右辺の期待値演算子の中身は,式(27) を用いると以下のように変形できる.




以上より,式(23) の第2項は,式(28) と  M_{t} が  (\mathcal{G}_{t})‐マルチンゲールであることを用いて以下の
ように変形できる.
 E[1_{\{t\leq\tau\leq T\}} \exp(-\int_{t}^{\tau}r_{s}ds)Z_{\tau}|\mathcal{G}_{t}
]






 = ı   \{t<\tau\}^{E}]\int_{t}^{T}\exp(-\int_{t}^{s}r_{u}du)Z_{s}\lambda_{s}
1_{\{\tau>s\}}ds|\mathcal{F}_{t},  \{t<\tau\}] =1_{\{t<\tau\}} \int_{t}E[\exp(-\int_{t}^{s}r_{u}du)Z_{s}\lambda_{s}1_{\{\tau>s
\}}|\mathcal{F}_{t}, \{t<\tau\}]ds (29)


















市場で観測されるイールドカーブに織り込まれた量的緩和政策終了時刻  \tau の確率分布を推定する
ことなどが考えられる.
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